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putparameter sind hierbei die in BIS CRE, 2023 vorgegebenen Ausfallkorrelationen.

Es zeigt sich, dass dieses Verfahren viele Nachteile der klassischen Validierungsme-
thoden fiir Ausfallwahrscheinlichkeiten (z.B. klassische Binominalverteilung) beseitigt
und gleichzeitig den aufsichtsrechtlichen Vorgaben folgt.

E s wird eine Validierungsmethode mittels Beta-Binomial-Verteilung vorgestellt. In-

Im klassischen Binomialtest werden Ausfélle innerhalb einer Ratingklasse als unabhéngig
voneinander betrachtet. Fiir die NV Schuldner innerhalb einer Ratingklasse handelt es sich
damit um N unabhéngige Bernoulli-Experimente X; mit P(X; = 1) = PD und P(X; = 0) =
1 —PDfiirallei =1,..., N. Die Anzahl der Ausfélle aus diesen N Bernoulli-Experimente ist
Binomialverteilt, d.h. ist

X=X+ -+ Xy (D

die Zufallsgrof3e fiir die Anzahl der Ausfélle in der zu validierenden Ratingklasse, so gilt fiir

den P-Wert:
N

PWert = P(X > D) =) (

i=D

Dabei ist D die Anzahl der beobachteten Ausfalle.

N

)PDZ’(1 —PD)V .
1

Die Unabhéngigkeit der Ausfille ist keine plausible Annahme und verfalscht das tatsachliche
Bild fiir die Wahrscheinlichkeit, dass selbst in einer “schlechten“ Ratingklasse keine Ausfille
auftreten. So zeigt die Auswertung der BBB-Schuldner von S&P, dass kein Ausfall eher die
Regel als die Ausnahme ist (vgl. Abbildung 1).



Ausfalle von S&P BBB-Unternehmen (n = 1800) zwischen 1981 und 2022

Mittelwert: 3.79
PD: 0.21%
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Binomialverteilung fir N=1800 und PD=0.0021
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Abbildung 1: @) In mehr als der Hdlfte der Beobachtungsjahre von 1981 bis 2022 hat es im BBB-Bereich
von S&P bei rund 1800 Unternehmen keinen Ausfall gegeben (Quelle: Nick W Kraemer, 2023).(b) Die
entsprechende Binomialverteilung hdtte nur bei weniger als 2,5% keine Ausfille. Auch sind Anzahl von
Ausfdille grofser 10 im Gegensatz zur Abbildung (a) dufSerst selten (keine Beriicksichtigung von fat tails).
Auch der P-Wert des Jeffrey Test deutet mit D=0, N=1800 fiir PD=0.0021 mit 99,40% auf ein zur PD
unplausibles Ereignis hin.




Beta-Binomialverteilung

Die Beta-Binomialverteilung ist - wie der Name andeutet - eine Kombination aus der Beta-
Verteilung und der Binomialverteilung. Es verallgemeinert die Binomial-Verteilung indem es
Variationen in der Ausfallwahrscheinlichkeit zuldsst. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
von k Ausféllen ist mit der Beta-Binomialverteilung

. (N\Bla+k,p+N—k)
e () g

Dabei ist B(«, ) die Beta-Funktion.

X kann analog zu (1) auch als die Summe von N Bernoulli-Experimente
X=X1+... Xy

mit einheitlicher Ausfallwahrscheinlichkeit o aufgefasst werden. Allerdings gibt es nun (vgl.
Leonhard Held, 2020, p. 141-142) eine Korrelation zwischen den einzelnen Bernoulli-Variablen

in Hohe von ]

a+p+1
Um die Beta-Binomialverteilung sinnvoll nutzen zu kénnen, miissen « und 3 so kalibriert

werden, dass sowohl die PD der entsprechenden Rating-Klasse als auch eine gegebene Ausfall-
korrelation p innerhalb der Ratingklasse tibereinstimmt. Dazu wahlt man (vgl. Moraux, 2010,

p. 68, (3))

p(Xi7 Xj) =

1 —
P

und |
B=(1-pD). —2
p

Damit ist der Erwartungswert der Beta-Binomialverteilung

«

FlX|=N- =N -PD

[X] a4+ p

und die Korrelation .
X, X;) = = ).
p( i) el

Korrelationen aus Basel I

Die in Basel III beschriebenen Korrelationen (vgl. BIS CRE, 2023) sind Assetkorrelaionen. Das
fiir Basel verwendete 1-Faktormodell ist Firmenwertmodell ist, das als Faktor die Abhéngigkeit
zum systematischen Markt benutzt. Um diese fiir das Beta-Binomialmodel zu nutzen, miissen
diese in Default-Korrelationen umgewandelt werden. In Andreas Henking, 2006, 6.1.3, pp.
166-167 wird hierzu eine Formel angegeben. Diese ermoglicht es, das Beta-Binomialmodell
konsistent zur vorgegebenen Eigenmittelunterlegung zu verwenden.




Beta-Binomialverteilung fir N=1800, PD=0.0021, p=1%
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Abbildung 2: Mit einer Ausfallkorrelation von 1% ldsst sich die Ausfall-Verteilung der BBB-Unternehmen
von S&P wesentlich besser erkldren als mit der einfachen Binomialverteilung (vgl. Abbildung 1 (@)).

Umsetzung in Excel

Die Umsetzung der Beta-Binomialvetrteilung in Excel hingt im Wesentlichen von der Beta-
Funktion B(«, ) ab. Diese ist in Excel nicht verfiigbar, kann aber iiber einen Umweg iiber die
Betaverteilung berechnet werden. Als VBA-Code ist die Beta-Funktion damit

Function beta(a As Double, b As Double) As Double
Dim x As Double
Dim betaV As Double
x = a/(a+b)
betaV = Application.WorksheetFunction.Beta_Dist(x,a,b,False)
beta = x~(a-1)*(1-x)"(b-1)/betaV
End Function

Die Beta-Binomialverteilung kann nun fiir k Ausfille, n Kreditnehmer, Ausfallwahrscheinlichkeit
PD und Ausfallkorrelation rho in VBA folgendermafen umgesetzt werden:

Function Combi(n As Long, k As Long) As Long
Combi = Application.WorksheetFunction.Combin(n, k)
End Function

Function BetaBinomial(k As Long, n As Long, PD As Double, rho As Double, kum As Boolean)
Dim a As Double
Dim b As Double
Dim i as Long
BetaBinomial = 0
a = PD * (1-rho)/rho
b = (1-PD)*(1-rho)/rho
If kum Then
For i = 0 To k
BetaBinomial = BetaBinomial + Combi(n,i) * beta(a+i,b+n-i)/beta(a,b)
Next i
Else




BetaBinomial = Combi(n,k) * beta(a+k,b+n-k) / beta(a, b)
End If
End Function

Wird in der obigen VBA-Funktion kum auf 1 gesetzt, so wird die kumulierte Verteilung berechnet.

Beta-Binomialverteilung N=200, p=0.026 im Vergleich zur Binomialverteilung
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Abbildung 3: Fiir p = 0 entspricht die Beta-Binomialverteilung exakt der Binomialverteilung (als Balken-
diagramm). Fiir wachsende Ausfallkorrelation p nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir D = 0 zu. Gleichzeitig
erhohen sich die Tail-Risiken.




Ratingklasse 17: Beta-Binomialverteilung p=0.037, PD=0.0608
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Abbildung 4: Beta-Binomial (als Linie) und Binomialverteilung (als Bar-Chart) im Vergleich fiir PD = 0.045
und p = 0.032 fiir verschiedene Anzahl von Kreditnehmern N. Das p wurde aus der PD-Aquivalenten
Basel-Assetkorrelation errechnet. Insbesondere die 0-Ausfdlle und die Fat-Tails sind deutlich zu sehen.

Technischer Anhang

Beta-Binomialverteilung

Das Auftreten von k Ausféllen ist mit der Beta-Binomialverteilung

o (N\Bla+kB+N—k)
P(X‘k)‘<k> Bla.p)

Dabei ist )
B(a, ) = / 21— 2)Ptdx
0
die Beta-Funktion.

Die Beta-Binomialverteilung hat den Erwartungswert

und die Varianz
af o+ B+ N

(a+pB)? a+p+1

Var[X] =N -




Die Beta-Binomialverteilung hat als Randverteilung die Binomialverteilung

X|m ~ (Z) (1 — )N (2)

und die Beta-Verteilung
T~ Beaﬁ.

Mit « = PD- =£ und 3 = (1 — PD) - ¢ ist

und die Korrelation

p(Xi> Xj) =

Defaultkorrelationen

Die Defaultkorrelationen konnen entweder auf verschiedene Werte gesetzt werden (z.B. 1%,
2%, 3%) und so eine “implizite Defaultkorrelation“ aus der Stichprobe ermittelt werden, d.h.
die Korrelation, die die beobachteten Ausfille am Besten erkliaren, oder es werden die auf-
sichtsrechtlichen Korrelationen benutzt.

Fiir R4 als Assetkorrelation wie in BIS CRE, 2023 und fiir die bivariate Standardnormalvertei-
lung

(I)u,COV(w,y)

mit Erwartungsvektor p = (0,0)” und Kovarianzmatrix

B 1 Ry
C’ov—(RA ) >

berechnet sich die Defaultkorrelation p zu

D, cov(zy) (P71(PD), @ !(PD)) — PD”
PD - (1 —PD) '

p:

Dabei ist ¢ die Standardnormalverteilung.

Damit lassen sich Assetkorrelationen R4 aus Basel III in Defaultkorrelationen p umrechnen.
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