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stischen Verfahren. Hierbei wird die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Kredites iiber

eine nachvollziehbare Formeln in eine notwenidge Kapitalunterlegung iibersetzt,
die das unerwartete Ausfallrisiko abdecken soll. In dieser Arbeit sollen die notwendigen
theoretischen Grundlagen gezeigt werden, die zum Verstindins der aufsichtsrechtlich
vorgegebenen Kapitalunterlegung notwendig sind.

S eit Basel II beruht die Ermittlung der notwendigen Kapitalunterlegung auf stocha-

1 Stochastische Prozesse

In den nachsten drei Abschnitten werden die mathematischen Grundlagen fiir stochastische
Prozesse, Wiener-Prozesse und stochastische Integrale dargestellt. Eine sehr gute Quelle und
auch die Basis der folgenden Ausfithrungen ist das sehr gute Buch von Bjork, 2020.

Ausgangspunkt sind zunéchst die stochastischen Prozesse:

Definition 1.1 (Stochastischer Prozess). Ein stochastischer Prozess X = {X(t) : t € T} auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) ist eine Familie von Zufallsvariablen, wobei fiir jedes t
in einer Indexmenge T, X (t) eine Zufallsvariable ist, die von ) auf den reellen Zahlen (oder einem
anderen Zustandsraum) definiert ist.

Oft ist es einfacher, sich die Indexmenge 7" als Zeit vorzustellen. Bei Stochastischen Prozessen
wird also zu jedem Zeitpunkt ¢ eine ZufallsgroRe X (¢) “aktiv”. Eine einzelne Realisation ¢t — X ()
aus allen moglichen zufélligen Moglichkeiten wird auch Samplepfad genannt (vgl. Abbildung



1). Sind solche Realisierung immer stetig, spricht man von stetigen stochastischen Prozessen.

Das F in der Definition des stochastischen Prozesses ist eine o-Algebra. Die o-Algebra bestimmt,
welche Ereignisse “messbar” oder “beobachtbar” sind. Ein Ereignis ist eine Teilmenge von ().
Wenn ein Ereignis in der o-Algebra enthalten ist, kann ihm eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
werden. Ansonsten ist das Ereignis fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X () nicht existent.

Eine Filtration F = (F;);>¢ ist eine Familie von o-Algebren, wobei F; die bis zur Zeit ¢ verfiigbare
Information reprasentiert, d.h.fiir alle s < ¢ gilt 7, C F;. Man sagt, ein stochastischer Prozess
X = (X})>0 ist adaptiert an die Filtration, wenn fiir jedes ¢, X (¢) messbar beziiglich F; ist.
Das bedeutet, dass der Wert von X (¢) nur von den Informationen abhéngt, die bis zur Zeit ¢
verfiigbar sind. Um die Sache einfacher zu machen, wahlt man als Filtration F = (F;);>( meist
die o-Algebren F, fiir die jedes mogliche Ereignis von X (¢) messbar ist. Diese heil3t dann die
von X (t) erzeugte Filtration. X (¢) ist zu dieser Filtration per Definition adaptiert.

Wichtige Typen von stochastischen Prozessen sind Martingale. Bezeichnet man mit F; die
Menge aller moglichen Ereignisse bis zum Zeitpunkt s (mathematisch ist F; eine o-Algebra
aus der Filtration F zum Zeitpunkt s), dann gilt fiir einen Martingal-Prozess fiir ¢t > s:

E[X (1) F] = X(s),

d.h. werden alle Informationen zum Zeitpunkt s einbezogen (diese sind in F;), ist der Erwar-
tungswert aller zukiinftigen Realisierungen, so verteilt wie X (s), oder anders gesagt: neues
Spiel, neues Gliick.

2 Der Wiener-Prozess

Ein dulderst wichtiger stochastischer Prozess ist die Brownsche Bewegung bzw. gleichbedeutend
der Wiener-Prozess:

Definition 2.1 (Wiener-Prozess). Ein stochastischer Prozess W (t) heifst Wiener-Prozess, wenn
gilt:

1. W(0) =0.
2. Fiiralle 0 < s < tist W (t) — W (s) unabhdngig von der Vergangenheit, das heifst unabhdngig
von allen Werten W (u) mit u < s.
3. Fiiralle 0 < s < tist W (t) — W (s) normalverteilt mit Erwartungswert O und Varianz t — s,
also
W(t) —W(s) ~ ¢(0,t — s).

4. Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist der Pfad von W (t) stetig in t fiir alle t > 0.

Bemerkung 2.2. Mit s = ( zeigt Punkt 3 obiger Definition, dass W (t) selbst mit Erwartungswert
0 und Varianz t normalverteilt ist.
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Abbildung 1: Verschiedene Realisierungen des Wienerprozess W (t) mit N = 3000 und T' = [0, 1].

Zudem gilt mit s < ¢ folgendes:

E ([W(s) + (W(t) = W(s)]* | Fs)

=W (s)? + 2W(s)E[W (t) — W(s) | F]
+E[(W(t) = W(s))* | F

=W(s)>+0+ (t—s).

W (t)* — t ist somit ein Martingal.

Folgender Beispiel-Code zeigt, wie ein Wiener-Prozess mit 17/ (0) = 0 simuliert werden kann:

Algo 1: Modellierung eines Wiener Prozesses

1. Zeitintervalle festlegen: Der Zeitraum [0, T'] fiir den Prozess wird in N gleich grof3e Intervalle At
aufgeteilt, d.h. At = L.

2. Zufillige Inkremente generieren: Fiir jedes Intervall wird ein zufélliges Inkrement AW, aus ei-
ner normalverteilten Zufallsvariable mit Mittelwert O und Varianz At generiert. d.h. AW, ~ ¢(0, At)

3. Wienerprozess schrittweise berechnen: Mit Startwert W (0) = 0 wird W (¢;41) = W (t;) + AW;
berechnet.

Abbildung 1 zeigt einige Realisierungen eines Wiener-Prozesses.




3 Die lto-Formel

Stochastische Prozesse X (t) konnen meist auch als Verdnderungsprozess (stoschastisches
Differential)! beschrieben werden, d.h. ist ein kleiner Zeitabschnitt At gegeben, wie veriandert
sich dann der Prozess X (t + At).

Fiir At — 0 schreibt man dann bei Prozessen an denen als stochastische Komponente ein
Wienerprozess W (t) beteiligt ist:

dX (1) = g(t)dt + Y (£)dW (t)

Dabei sind ¢(t), Y (t) ebenfalls stochastische Prozesse. Zur Losung muss integriert werden.
Wihrend das erste Integral nach gewohnlichen Methoden integriert werden kann, muss man
fiir das zweite eine sinnvolle Integrationsdefinition finden. Fiir einfache Prozesse, d.h. Y (s) ist
stiickweise deterministisch zwischen ¢, und ¢4, £k =0,...n, ty = a, t, = b, wéare

i
L

Y (te) W (tesr) — Wi(te)] -

e
i

ein sinnvoller Intergralbegriff. Ist Y (s) nicht stiickweise deterministisch, so kann man ihn durch
stiickweise deterministische Prozesse {Y,,} approximieren. Das Ito-Integral ist dann definiert
als

b b
/ Y(s)dW, = Tim [ ¥, (s)dW(s)

Ito-Integral t
X(t):/o Y (s)dW (s)

ist wieder ein stochastischer Prozess. Zudem kann gezeigt werden, dass es die Martingal-
Eigenschaft hat, d.h. mit ¢ > s
E(X()|F") = X(1).

Im Folgenden soll nun mit y(s), o(s)? folgender stochastische Prozess
t t
X(t)=a +/ p(s)ds +/ o(t)dW (s)
0 0
betrachtet werden. Dies ist offensichtlich die Losung des stochastischen Differntials

dX = p(t)dt + o(t)dW,

fiDas Ito-Calcul und stochastische Differentialgleichungen fiillen ganze Biicher. Als ein Standardewerk sei auf
@ksendal, 1998 verwiesen. Hier soll nur auf sehr oberfldchlicher und mathematisch nicht immer exakter Weise,
das Ito-Integral eingefiihrt werden. Diese Grundlagen reichen jedoch fiir das weitere Verstdndnis sowie bei vielen
anderen finanzmathematischen Problemstellungen.

f2Beides sind stochastische Prozesse, die in der Filtration von W (t) sind, d.h. sie sind adaptiert. Zudem muss
(s) integrierbar und o(s) mef3bar sein. Diese Voraussetzungen sind in den hier betrachtet Prozessen alle erfiillt.




mit dem Startpunkt X (0) = a. Obiger Prozess wird auch Ito-Prozess genannt.

Fiir Ito-Prozesse gilt folgendes Theorem, die auch Ito-Formel genannt wird (vgl. Bjork, 2020,
Theorem 4.11, p. 54):

Theorem 3.1 (Ito-Formel). Sei X (t) ein Ito-Progzess mit X (t) € R, t € [0, T|. Fiir eine Funktion
f:TxR—R, feC dh f(t,z)inteinmal und in x zweimal differenzierbar, gilt dann:

daf (. X (1)) = {‘Z—{ (4, X(0) + ()L (1, X (1) + 50 (0724 <t>>} Ao ()22 (1, X (1) W (1),

Die Ito-Formel ist ein machtiges Werkzeug und soll nachfolgend auf die in der Finanzmathe-
matik sehr bedeutsamen Geometrischen Brownschen Bewegung angewandt werden.

4 Geometrische Brownsche Bewegung
Das stochastische Differential mit ;1,0 € R,0 > 0
dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW (t) = (u + odW () X (¢)

und X (0) = x¢ heiBt Geometrische Brownsche Bewegung.

Fiir 0 = 0 verschwindet der stochastische Teil und die Losung wére in diesem Fall:
X (t) = mget.

Es soll die Ito-Formel mit f(¢, X (¢)) = In(X(¢)) benutzt werden. f ist in C'** und erfiillt damit
die Voraussetzung der Ito-Formel. Da f nur von X (¢) abhédngig und nicht zuséatzlich von einer
weiteren Zeitkomponente ¢ ist hier %(t, X(t)) =0. Mit pu(t) = uX(t) und o(t) = 0 X (t) ist die
geometrische Brownsche Bewegung auch ein Ito-Prozess, d.h. alle Voraussetzungen fiir die
Ito-Formel sind erfiillt. Also ist

df (t, X(t)) =

{% (t, X () + u(t)% (1, X(8)) + 1“(’5)2%; 4 X(t))} “

2
+0(t)% (t, X(t)) dW (t)

= {0+ a0~ 5O s b+ 0O av 0
1 1
(t)? X(t)

} dt + o X (t)——dW ()

>~

Dies kann direkt integriert werden, also

0_2

ft,X(@)=In(X () =In(zg) + (u — 7) t+oWi(t)




und damit

X(t) = o exp ((u - O;) t+ 0W(t)> .

Nachdem dieses Ergebnis in der Finanzmathematik sehr wichtig ist, wird es im folgendem
Lemma festgehalten:

Lemma 4.1. Fiir den stochastischen Prozess
dX(t) = pX(t)dt + o X (t)dW (t) = (u+ odW (1)) X (t)
mit X (0) = xg ist
X(t) = xoe(“_é)tww(t). (D)
eine Losung. Zudem ist der Erwartungswert
E[X (t)] = zoet.
Beweis. Der erste Teil wurde bereits gezeigt. Fiir den Erwartungswert gilt:

E[X(1)] = E {xoe(u—f)tww}

2

= zoE {e(“_g)t : e”W(t)}

o2

= xoe<“_7t) K [e”W(t)}

Nach Bemerkung 2.2 ist W (¢) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢. Damit ist
oW (t) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz o*t. Nach Satz A 1 ist damit

E [eaW(t)] _ eo+“72f.

]

Algo 2: Modellierung der geometrischen Brownschen Bewegung

1. Zufillige Inkremente generieren: Benutze Algorithmus 1 zum Erzeugen der AW;

2. Geometrische Brownsche Bewegung schrittweise berechnen: Mit einem gegebenen Startwert X (0)

und vorgegeben p, o ist:

o2 :
X(tiy1) = X(ti)e(M77)At+0AW"’

Abbildung 2 zeigt einige Realisierungen einer Geometrischen Brownschen Bewegung.
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Abbildung 2: Verschiedene Realisierungen der Geometrischen Brownschen Bewegung mit 1 = 1, o0 = 0.2
und X(0) = 1. Es N = 3000 und T = |0, 2].

5 Zusammengesetzte Wiener-Prozesse

Es ist moglich, aus der Addition zweier Wiener-Prozesse W (t), W(t) wieder einen Wiener-
Prozess W (t) = aW,(t) + bW(t) zu kreieren. Allerdings ist die Wahl von «, b hier nicht frei
aus den reelen Zahlen zu wéhlen. 1., 2. und 4. sind aus Definition 2.1 offensichtlich fiir W (t)
erfiillt. Zudem ist W (¢) als linear Kombination aus den normalverteilten Zufallsgrof3en 1, (t)
und Wy (t) wieder normalverteilt und der Erwartungswert ist 0 (vgl. Satz A 2 im Anhang). Es
bleibt also zu zeigen, dass die Varianz von W (t) = ¢ ist.

Es ist

Var[W(t)] = VarlaWi(t) + bWy (t)]
= a*Var[Wi(t)] + b*Var[Ws(t)]
= a’t + b*t
= (a* + b))t

Fir a® + b? = 1 ist somit W (¢) ein Wiener-Prozess oder anders ausgedriickt wegen Var[cX] =
c*Var[X] ist auch:




ein Wiener-Prozess.

Anhang A3 zeigt, dass obige Uberlegungen auf einen n-dimensionalen Wiener-Prozess, der
sich aus der Summe von d Wiener-Prozessen zusammensetzt, verallgemeinert werden kann.

6 Modellierung des Unternehmenswertes

Im folgenden wird nun angenommen, dass der Wert V; eines Unternehmens® einen erwarteten
Zuwachs von y hat. Das Risiko der Wertentwicklung soll in zwei unabhéngige Risiken aufgeteilt
werden, ndmlich der wirtschaftlichen Gesamtentwicklung (systematisches Risiko) « und der
idiosynkratischen Entwicklung (unsystematisches bzw. spezifisches Risiko) 5.

Mathematisch folgt der Unternehmenswert dann folgendem Prozess:
dVy = pVidt + aVidWi(t) + BVidWi(t). 3)
Der Prozess ist nach (2) gleichbedeutend zu

dV, = pVidt + +/a? + B2V dW (1),
wobei W (t) Wiener-Prozess mit
b
Va2 + 32

ist. Es kann nun Lemma 4.1 angewandt werden und man erhalt folgenden stochastischen
Prozess:
()

Der Unternehmenswert V; bildet die gesamte Aktivseite ab. Falls der Unternehmenswert unter
die Verpflichtungen auf der Passiv-Seite L fallt (d.h. das Eigenkapital als ResidualgroRe ist
kleiner 0), liegt ein Ausfall vor.

W(t) = (aWi(t) + BWa(t)) 4)

Vi = Voe

Mathematisch formuliert ist damit Ausfallwahrscheinlichkeit p; gleichbedeutend mit der Wahr-
scheinlichkeit, dass V; unter L liegt:

282, i
- p(voe@ Yo W<t><L)

_ p((u—(ﬁ;ﬁ?)w VaZ+ BW(t) < In (%))

BDer Wert des Unternehmens ist der Wert der gesamten Aktiv-Seite und nicht nur der Wert des Eigenkapitals
auf der Passiv-Seite




Es soll nun der Fall ¢ = 1 betrachtet werden. Dann ist p; die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir 1
Jahr und W (1) ist gemaf Definition eine standardnormalverteilte Zufallsgrof3e mit Verteilungs-
funktion ®(x) , d.h. obige Formel - und damit die Ausfallwahrscheinlichkeit fiir 1 Jahr p; -

vereinfacht sich zu
ln ( ) M _|_ (o] +52
p1 =@ . )

VAT F

7 Die RWA-Formel nach Basel

Formel (5) ist beispielsweise Grundlage fiir Modelle wie KMV. Hier werden Ausfallwahr-
scheinlichkeiten auf Basis von Volatilititen und anderen Inputparameter abgeleitet und eine
“Distance To Default“ berechnet. Bei Banken werden die Ausfallraten allerdings meist iiber
Ratingstools ermittelt, d.h. bei Banken ist p := p; abgeleitet aus einem Ratingverfahren fiir
einen Kreditnehmer vorhanden. Es kann daher

2 2
In <VL0> —/L—F#
a2+ (2

ermittelt werden und damit muss W (1) nach (5) gleich oder kleiner ®~*(p) sein, damit ein
Ausfall stattfindet.

> (p) =

Definiert man nun p = dannist 1 — p = ﬁ;z und mit (2) gilt

2_;’_62 b

W(t) =/p - Wi(t) + 1 —p- Walt

Fiir ¢ = 1 sind sowohl W (¢) als auch W5(t) standardnormalverteilt.

Zur Vereinfachung der folgenden Nomenklatur, soll die Bernoulli-Zufallsgroe D mit D = 1,
falls ein Ausfall vorliegt und D = 0, falls kein Ausfall vorliegt, definiert werden.

Offensichtlich ist P(D = 1) = p oder gleichbedeutend

P(D:l):P( (1) = 5 Wi(1) + /1 —p- Wy(l ()).

Es soll nun fiir den systematischen Teil a'V;dWW;(¢) des urspriinglichen Prozesses (3) ein Ereignis
vorgegeben werden, z.B. 1W;(1) = y, und die bedingte Wahrscheinlichkeit P(D = 1|W;(1) = y)
berechnet werden. Es ist

P(D=1W(1)=y) = <\/_y+\/1— PWa(1) < 7' (p))

- p(w<® )

Da W;(1) standardnormalverteilt ist, ist dies gleichbedeutend mit

P(D=1Wi(1) =y) =& (%ﬂ) (6)




Gibt es kein systematisches Risiko, d.h. p = 0, so ist

P(D = 1Wi(1) = y) = @ (%) =3 (7)) =p.

Formel (6) wird Baselformel genannt. Bei der Baselformel wird der systematische Teil gestresst,
d.h. es wird die verdnderte Ausfallwahrscheinlichkeit berechnet, falls es ein Event fiir einen
systematischen Abschwung gibt, der gemal} Modell in nur 1 von 1000 Fallen zu erwarten ist,
d.h. y = ®71(0.001) = —®~1(0.999) ~ —3.09023 (vgl. (10) im Anhang).

Den systematischen Teil anstelle dem spezifischen Teil einen Stress zu unterziehen ist durchaus
sinnvoll. Nachdem ein Kreditinstitut eine Vielzahl von Krediten und unterschiedliche Schuldner
hat, sind unerwartete Ausfélle aus dem spezifischen Teil (Gesetz der gro3en Zahlen) durch
Diversifikation weitestgehend eliminiert. Was bleibt ist das systematische Risiko. In wie weit
ein Unternehmen dem systematischen Risiko ausgesetzt ist, wird iiber den Faktor p definiert. Je
hoher p, desto mehr hangt der Unternehmenswert vom systematischen Umfeld ab. p ist schwer
zu schétzen und wird daher aufsichtsrechtlich fiir verschiedene Schuldnertypen vorgegeben.

Folgende Tabelle gibt fiir unterschiedliche Ausfallwahrscheinlichkeiten und unterschiedlichen
Abhéngigkeiten zum systemischen Risiko p, das Verhiltnis des unerwarteten Ausfallrisiko
gemal Formel (6) gegeniiber der erwarteten Ausfallwahrscheinlichkeit p an:

Risikoanteil p
| 1001][005] 01 | 02 | 05
0,001 [ 2,59 [ 6,92 | 12,96 | 28,07 | 100,27
0,005 || 2,27 | 5,31 | 9,20 | 18,20 | 58,06
0,01 |[2,13 4,67 | 7,75 | 14,55 | 42,08
0,02 || 1,99 | 4,05 | 6,41 | 11,32 28,68
0,05 | 1,79 13,28 | 4,82 | 7,69 | 15,55
0,1 |[1,64[272] 3,74 | 545 | 899
02 [[1,48[219] 2,78 | 3,64 | 4,86

PD p

Tabelle 1: Formel (6) auf unterschiedliche Parameter p und p mit y = —3.09023 angewandt. Die Tabelle
zeigt das Ergebnis als Vielfaches der Ausfallwahrscheinlichkeit p.

Je hoher die Abhéngigkeit p zum systematischen Risikos, desto groRer der unerwartete Ausfall.
Bei steigender erwartetenen Ausfallrate p, wird das Verhéltnis entsprechend kleiner. Beides ist
wirtschaftlich durchaus nachvollziehbar.

Die Basel-Formel (6) berechnet eine Ausfallwahrscheinlichkeit unter Stress. Der erwartete
Verlust aus einem Exposure mit Ausfallwahrscheinlichkeit p ist offensichtlich

EAD - LGD - p.

Dabei ist EAD das Exposure at Default und LGD als Loss Given Default der Anteil, der im
Falle eines Ausfalls verloren geht. Auch zur Ermittlung von LGD und EAD werden von der
Aufsicht Vorgaben gemacht, wobei im Advanced-Ansatz das Kreditinstitut eigene Schatzungen
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vornehmen kann.

Die Formel®

EAD - LGD - (CD (@-1@) +%_1(0‘999)> —p> )

gibt den unerwarteten Verlust fiir 1 Jahr an. Dabei ist das Konfidenzniveau fiir den systemati-
schen Faktor 99.9%.

Der erwartete Verlust muss bilanziell (IFRS 9) als Wertberichtigung fiir die erwarteten Kredit-

1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0 45 5.0

Abbildung 3: Das Maturity Adjustment fiir unterschiedliche Ausfallwahrscheinlichkeiten p. Das Maturity
Adjustment ist linear zur effektiven Laufzeit M.

verluste berticksichtigt werden. Der unerwartete Verlust wird dagegen nicht bilanziert, sondern
muss aufsichtsrechtlich mit Kapital unterlegt werden. Allerdings verlangt die Aufsicht (anders
als IFRS9, in dem nur der erwartete Ausfall der nachsten 12 Monate beriicksichtigt wird), dass
langer laufende Kredite ein hoheres unerwartetes Risiko aufweisen und damit mit zusétzlichem
Kapital unterlegt werden miissen. Daher wird ein Laufzeitfaktor eingefiihrt.

Auch hier gibt es folgende Vorgaben:
Sei b = (0.11852 — 0.05478 - In(p))? und M die effektive Filligkeit eines Kredites, d.h.

St CF,
M==_""1
S CF,

mit ¢ Zeitpunkt und C'F; Hohe eines Cash Flows aus dem Kredit. Aufsichtsrechtlich muss M
immer zwischen 1 und 5 Jahre liegen, hat also einen Floor und einen Cap. Im Foundation-Ansatz

fWegen ®71(0.001) = —®71(0.999) ist das Vorzeichen von ,/p®~1(0.999) nun positiv.

11
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Abbildung 4: Steigung der Maturity Adjusment fiir verschiedene Ausfallwahrscheinlichkeiten p. Die Steigung
nimmt iiberproportional mit p ab.

werden 2.5 Jahre verwendet.

Mit dem Maturity Adjustment

1+ (M-250 b 1—2.50
MA = 1—1.5b 1-—1.50 +1—1.5b

wird (7) abschliel3end multipliziert. Fiir gegebenes p ist b fixiert. Dann ist MA eine lineare
Funktion von M.

Aus mehr oder weniger historischen Griinden wird der Kapitalbedarf aus den Risk Weighted
Assets bzw. RWA gebildet. Es soll Kapital in Hohe von 8% der RWA hinterlegt werden. Dement-
sprechend wird die Formel (7) neben der Multiplikation mit dem Maturity Adjustment MA
noch mit dem Faktor 12.5 (=8% aus 100) erganzt, um eine Formel fiir die RWA zu erhalten:

' (p)+ /p- ®(0.999
RWA:12.5-MA-EAD-LGD-(<I>( )+ Vo o7 >)_p). )
Vi=p
Der Parameter p wird von der Aufsicht vorgegeben und ist abhéngig von p. Die Formel hierzu
ist - "
1 —e™ %P 1 —e™%?

Aufsichtsrechtlich wird p fiir manche Branchen (u.a. Groffbanken, Commercial Real Estate, Pri-
vatkunden) angepasst. Fiir einige Kredittypen (z.B. Immobilienkredite, Privatkunden) entfallt
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das Maturity Adjustment, d.h. MA=1.

0.24

0.22

0.20

0.18 1

Korrelation (p)

0.16 1

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Ausfallwahrscheinlichkeit p

Abbildung 5: Der Parameter p in Abhdngigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit.

b Dstress /p
0,001 34,19
0,005 19,55

0,01 14,03
0,02 9,51
0,05 5,69
0,1 4,12
0,2 2,98

Tabelle 2: Die Formel (9) wurde analog zur Berechnung in Tabelle 1 angewandt, d.h. bei p = 0.01 und
wegen (Dstress — D) /P = Pstress/ P — 1 ist der unerwartete Verlust rund 13-mal hoher als der erwartete Verlust.
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Anhang

A1 Normalverteilung

Die Dichte ¢ der Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2 ist

o () = ! e*%(%)i
o\ 21
d.h. oo
/ 2P0 (2)dz = p
und

JICRT OIS

[e.e]

Mit ¢, ,(z) wird die Verteilungsfunktion bezeichnet, d.h. fiir X normalverteilt mit Erwartungs-
wert p und Varianz o? gilt:

P(X <z)= /_Z o (x)de.

Eine Standardnormalverteilung ist eine Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1.
Hier 1403t man die Indizes weg und schreibt fiir die Dichte ¢(z) bzw. fiir die Verteilungsfunktion
®(2). Eine normalverteilte Zufallsgrofle X kann iiber die Transformation

in eine standardnormalverteilte Zufallsgrofde 7 iiberfiihrt werden.

Fiir die Standardnormalverteilung gilt aus Symmetriegriinden:
1 —®(z) = d(—2)
und fiir die Umkehrfunktion mit z € (0, 1):
O l(r)= -0 (1 —2). (10)

Die groRe Bedeutung der Normalverteilung kommt aus dem zentralen Grenzwertsatz:

Seien X, X», ..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwar-
tungswert u und der Varianz % > 0. Dann konvergiert die Verteilung der standardisierten
Summe

1 n
Zn=—= Y X, -
o\/n <z21 n,u)
fiir n — oo gegen die Standardnormalverteilung. Das bedeutet, fiir jede reelle Zahl = gilt:

lim P(Z, < z)=®(z).

n—oo
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Normalverteilungsdichte

0.40 A

= Normal(u=0.0, o0=1)

Wert

Abbildung 6: Dichte der Standardnormalverteilung

Dies konnte auch erklaren, warum die Normalverteilung in der Natur - zumindest approximativ
- relativ haufig vorkommt, da natiirliche Phdnomene meist die Summe kleiner zufélliger
Ereignisse sind. Ist X normalverteilt mit Erwartungswert x und Varianz o2, dann ist

Y=aX+b

normalverteilt mit Erwartungswert ay + b und Varianz o - o2. Wird eine Normalverteilung
exponential transformiert, gilt folgender Satz:

Satz A 1. Fiir X normalverteilt mit Erwartungswert p und Variang o? ist

Beweis. Es ist

Dann gilt

E[e*] = ehtao”,

B = [ o,

:/“ L (), (11)
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Der Exponent lasst sich folgendermaen umformen:

2 — p)? 2z —pu)? —20%z
S e D N
202 202
2 = 2t o)z + 47
N 202
22 —2(u+ 0z + p? + 2uo? + o — 2uo? — ot
N 202
22 =2(u+0%)z+ (u+ 0?)? = 2uc? — o
N 202
(= (uta??) o’
- 207 ThES

Das Ergebnis in (11) eingesetzt, gibt:

o0 1 (_M_,_ ﬁ) o0 2 2

-2 bt Lok Lok

/ € ’ = / ¢M+02702)<2)dz et =ty
—c0o V 27T0‘2 —00

]

Satz A 2. Seien X und Y unabhdngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen, d.h. X,Y ~
#(0,1). Dann ist die Zufallsvariable Z = X + Y auch normalverteilt mit Erwartungswert ji; = 0
und Variang 0% = 2.

Beweis. Zuerst betrachten wir die charakteristischen Funktionen von X und Y. Die charakteri-
stische Funktion einer standardnormalverteilten Zufallsvariable X ist gegeben durch:

Ox () = ekt

Da X und Y standardnormalverteilt sind, haben wir ux = py = 0 und 0% = 0% = 1, also:

1t2

ox(t) = gy (t) =e 2
Die charakteristische Funktion der Summe Z = X + Y ist das Produkt der individuellen
charakteristischen Funktionen, wegen der Unabhangigkeit von X und Y:

1t2

dz(t) = dx(t) - dy(t) = e 2" 72" = ¢

Dies entspricht der charakteristischen Funktion einer Normalverteilung mit Erwartungswert 0
und Varianz 2:
bz(t) = ethazost

A2 Log-Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X ist log-normalverteilt, wenn der natiirliche Logarithmus von X, also
In(X), normalverteilt ist. Ist Y = In(.X') normalverteilt mit Mittelwert ;, und Standardabwei-

16



Log-Normalverteilungsdichte

—— Log-Normal(u=0.0, 0=1)
0.6 1
0.5
0.4 4
8
<
D
0 0.3
0.2 1
0.1
0.0 A
0 1 2 3 4 5
Wert

Abbildung 7: Dichte der Log-Normalverteilung mit ;1 = 0 und o = 1.

chung o, dann folgt X einer Log-Normalverteilung.

Die Dichtefunktion einer Log-Normalverteilung ist gegeben durch:

1 _ (na—p)?
e 202

flzip, o) =
To\ 2T

fiir x > 0, und f(x; p,0) =0 fiir z < 0.

Der Wertebereich von X ist positiv, also X > 0 und die Verteilung ist schief, mit einer Rechts-
schiefe Der Median von X ist e, der Mittelwert von X et+o°/2,

. . . 2 2
Die Varianz von X ist (e — 1)e?*T7".

Die Log-Normalverteilung wird haufig verwendet, um die Verteilung von Werten zu modellie-
ren, die nicht negativ sein kénnen, wie Preise, Zeiten und andere Gréf3en in der Natur und
Wirtschaft, die eine untere Grenze von Null haben und potenziell sehr hohe Werte annehmen
konnen.

A3 Korrelierte Wienerprozesse

Ist p > 0 und W,(t), W(t) Wiener-Prozesse, dann ist auch

W (t) = /pWi(t) + /1 — pWa(t) (12)
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ein Wiener-Prozess.

Dies kann verallgemeinert werden. Sei dazu

Wi(t)

W) =1 :
Wa(t)

eine Vektor aus unabhidngigen Wiener-Prozessen und § eine konstante Matrix

611 512 v 51(1
5711 5712 s 5nd

Ein n-dimensionalen Prozess W soll durch

W(t) = W (t)
wobei
Wi(t)
W) =1 :
Wi (t)
definiert werden. Dann ist
d
j=1

Wenn nun die Zeilen von ¢ Einheitslange haben, d.h.

H(Zngl, izl,...,n,

wobei ||z]]y = 1/>2% , 22 ||| die euklidische Norm ist, dann definiert jede der Komponenten

=11

Wi(t),..., W,(t) analog den Uberlegungen oben fiir sich einen Wiener-Prozess.

Die Korrelation zweier ZufallsgroRen X, Y ist allgemein definiert mit

Cov(X,Y) E[(X - EXDY —E[N])]

P VVar(X)/Var(Y)  y/Var(X),/Var(Y)

Fiir zwei Wiener-Prozesse X (), Y (t) vereinfacht sich das wegen Var(X) = Var(Y) = ¢t und
E[X ()] = E[Y (t)] = 0 (vgl. Bemerkung 2.2) zu

18



Es sollen nun zwei Wiener-Prozesse W;(t), W;(t) - wie in (13) konstruiert - betrachtet werden.
Fiir eine kleine Anderung dt in ¢ gilt dann

_ E[dWi(t) - dW; ()]
Pij = dt

oder
pigdt = E[dV (1) - V(1)

d d
=E | ) 0udWi(t) - > 6udWi(t)| =D 6y [dWi(t) - dWi(t)]
k=1 =1 kl

d
= Gubi = ;0] dt

k=1

Damit ist p;; = 6;0] mit &;,d; die i-te bzw. j-te Spalte der Matrix 0 und (-)” der transformierte
Vektor. Die Korrelationsmatrix des oben beschriebenen Vektor-Wiener-Prozess ist somit
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